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Achtdimensionale lokalkompakte 
Translationsebenen mit zu SL2 (C) isomorphen 
Kollineationsgruppen 
Von Hermann Hähl in Tübingen 
§ 1. Einleitung 1. 1. Ziel dieser Arbeit ist die Analyse derjenigen achtdimensionalen lokal-
kompakten Translationsebenen, die eine zu SL2 (C) (lokal) isomorphe Gruppe stetiger 
Kollineationen besitzen. Solche Ebenen werden im folgenden SL2 (C)-Ebenen genannt. 
Die Ergebnisse dieser Analyse sind von Bedeutung für die Untersuchung der acht-
dimensionalen lokalkompakten Translationsebenen überhaupt, da sie zur Lösung einiger 
zentraler Probleme beitragen, die sich im Rahmen einer KlassifIkation achtdimensionaler 
lokalkompakter Translationsebenen nach ihren Kollineationsgruppen stellen. Daß in 
einer solchen Klassiftkation die SL2 (C)-Ebenen an entscheidender Stelle notwendig ins 
Blickfeld kommen, sei anhand einiger Vorüberlegungen verdeutlicht. 1.2. Sphärenbahnen. Nach den Ergebnissen von [5] trifft man in achtdimensionalen 
lokalkompakten zusammenhängenden Translationsebenen immer wieder die Situation an, 
daß eine abgeschlossene Untergruppe:: der Gruppe der stetigen Kollineationen auf der 
Translationsachse L oo eine zu einer· Sphäre homöomorphe Bahn e hat. Loo selbst ist 
homöomorph zur 4-Sphäre. 
Der Fall, daß ($ homöomorph zur 3-Sphäre S3 ist, wurde in [5] erschöpfend be-
handelt. Insbesondere ergab sich, daß bei 2-transitiver Wirkung von :: auf ($ ~ S3 die 
zugrundeliegende Ebene die klassische Ebene über dem Quatemionenkörper IH ist 
([5], 1. 3). 
Betrachten wir nun den Fall einer zur 2~Sphäre homöomorphen Bahn e. Die 
Klassiftkation von Mostow [9] aller auf Flächen transitiven Liegruppen (siehe auch 
Betten-Forst [2] zeigt, daß die effektive Wirkung von ::. auf e die klassische Wirkung 
einer der Gruppen S03(R), PSLz(C) oder SL3 (R) ist. Da diese Gruppen einfach sind, 
enthält:: eine abgeschlossene Untergruppe, die zu einer dieser Gruppen lokal isomorph 
ist und transitiv auf e wirkt. Der Fall SL3 (R) kann dabei ausgeschieden werden, da 
nach [6], 2.3 eine solche Gruppe nicht als Kollineationsgruppe einer achtdimensionalen 
lokalkompakten Translationsebene wirken kann. Unter den verbleibenden beiden Fällen 
ist der PSLz(C)-Fall durch 2-transitive Wirkung auf e ~ S2 ausgezeichnet. 
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Diese Situation kennzeichnet nun die SL2 (C)-Ebenen; wir werden in § 2 sehen, 
daß umgekehrt in einer achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebene eine zu 
SL2 (C) lokal isomorphe Kollineationsgruppe A stets eine solche zur 2-Sphäre homöo-
morphe Bahn 6 in L oo hat, auf der sie 2-transitiv wirkt. In L oo "6 hat A lauter drei-
dimensionale zu 1R3 homöomorphe Bahnen. Von der Quaternione,nebene einmal abge-
sehen, erweist sich die Bahn 6 als invariant unter allen stetigen affinen Kollineationen. 
Wie wir sehen werden, erzeugt daher A zusammen mit den Translationen und Streckun-
gen eine Untergruppe der Kodimension 0 oder 1 in der Gruppe GC aller stetigen affinen 
Kollineationen. Insbesondere wird sich zeigen, daß in SL2 (C)-Ebenen Ge höchstens 
16-dimensional ist. 
1.3. Kleine Bahnen. Die bisherigen Überlegungen standen unter dem Gesichtspunkt 
großer Sphärenbahnen. Aber auch wenn man nach den kleinen Bahnen der Kollineations-
gruppe in L oo fragt, nehmen die SL2 (C)-Ebenen eine interessante Stelle ein. Nach dem 
Hauptsatz von [6] hat in jeder achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebene, 
abgesehen von der Quaternionenebene, die Zusammenhangskomponente r von GC eine 
höchstens zweidimensionale Bahn m in L oo • Das kann ein Fixpunkt oder aber (als 
homogener Raum) eine höchstens zweidimensionale Mannigfaltigkeit sein. Im zweiten 
Fall kann man versuchen, die Möglichkeiten für r anhand der expliziten Kenntnis der 
transitiven Wirkungen von Liegruppen auf Kurven oder Flächen und anhand der allge-
meinen Ergebnisse von [5] über die Struktur der Kollineationsgruppe einzugrenzen. 
Man wird dabei insbesondere die Situationen genauer studieren, die sich durch relativ 
große Homogenität auszeichnen: das sind diejenigen, in denen m zweidimensional ist 
und r zweifach transitiv auf ~ wirkt. Der entscheidende Fall ist dabei wiederum der, 
wo meine 2-Sphäre ist, so daß man sich bei dieser Fragestellung erneut mit den 
SL2 (C)-Ebenen konfrontiert sieht. 
Im übrigen sind die SL2 (C)-Ebenen die ersten bisher bekannten nicht desargues-
schen, achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen, in denen r keinen univer-
sellen Fixpunkt in L oo hat. 
Ein weiterer Aspekt, der es nahelegt, SL2 (C)-Ebenen zu studieren, sei nur ange-
deutet; es geht dabei um die Frage nach (quasi-)einfachen abgeschlossenen Untergruppen 
der Gruppe der stetigen affinen Kollineationen in nicht desarguesschen, achtdimensionalen 
lokalkompakten Translationsebenen. Man kann zeigen (was hier nicht näher ausgeführt 
werden soll), daß eine solche Untergruppe lokal isomorph zu SL2 (R), SU2 (C) oder 
SL2 (C) ist. Die SL2 (C)-Ebenen sind also unter diesem Gesichtspunkt dadurch ausge-
zeichnet, daß ihre Kollineationsgruppe einen relativ großen einfachen Bestandteil auf-
weist. 
Insgesamt sollte damit illustriert werden, daß bei der Klassifikation der acht-
dimensionalen lokalkompakten Translationsebenen nach ihren Kollineationsgruppen die 
SL2 (C)-Ebenen an einem Knotenpunkt stehen. Ihre Behandlung ist andererseits nicht 
allzu bequem: Über Koordinatenmethoden hat man nämlich nur auf Kollineations-
gruppen mit zwei Fixpunkten in L oo wirklich einfachen Zugriff, und solche Gruppen 
erweisen sich in SL2 (C)-Ebenen als vergleichsweise klein, sagen also wenig über die 
Ebene aus. In [4] wurden dementsprechend die SL2 (C)-Ebenen noch umgangen. Hier 
soll nun stattdessen dieser Knoten zerhauen werden. 
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In § 2 wird die Kollineationsgruppe von SL2 (C)-Ebenen analysiert. Dies gelingt, 
ohne die Ebenen zu kennen; in § 3 werden dann jedoch alle SL2 (C)-Ebenen explizit be-
stimmt. 
Vorausgeschickt seien noch einige 
1. 4. Grundtatsachen, Konventionen, Bezeichnungen. Wir identifIZieren stets den 
Raum A der affinen Punkte einer achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebene 
stillschweigend so mit dem topologischen Vektorraum RS , daß die Translationen genau 
die Vektorraumtranslationen sind. Die Geraden durch den Ursprung 0 sind dann lineare 
Teilräume der halben Dimension; die Gruppe G~ der stetigen affinen Kollineationen, die 
den Ursprung festlassen, ist eine abgeschlossene Untergruppe der generellen linearen 
Gruppe GLs(R) dieses Vektorraums (siehe etwa [5], 1. 6, [6], 1. 4, [3], § 3). 
Außer in der Quaternionenebene sind die Kollineationen aus der Zusammenhangs-
komponente ro von G~ linear sogar über dem Kern K der Ebene, der als lokalkompakter 
zusammenhängender Körper (abgesehen vom Spezialfall der Quaternionenebene mit 
K = H) isomorph zu R oder C ist (siehe [3], 3. 1, 3.2, 2.4). r 0 ist fastdirektes Produkt 
ro = sro ' r[~.Loo]; 
dabei ist r[~.Loo] die Gruppe der Streckungen mit Elementen aus der Zusammenhangs-
komponente der multiplikativen Gruppe von K, und sro der Normalteiler 
sro ::% {y E ro ; detKy= 1} 
der Elemente aus r 0' die über dem Kern Determinante 1 haben; S ro wirkt fast effektiv 
auf L oo und induziert dort dieselbe Transformationsgruppe wie r o' Im Fall der Quater-
nionenebene erreicht man dasselbe durch die Setzung S ro = SL2 (1-1). 
Das folgende grundlegende Ergebnis aus [5], 2. 1 werden wir ständig benutzen: 
1. S. Lemma über Achsenstandgruppen. Sei 0 eine abgeschlossene, zusammenhängende 
Untergruppe von S ro, die zwei verschiedene Punkte w und s auf Loo festläßt. 
Dann ist 0 kompakt oder direktes Produkt einer kompakten Gruppe mit R Im 
zweiten Fall häuft sich jede Bahn von 0 in L oo ""-{s, w} sowohl bei s als auch bei w. Ins-
besondere ist 0 kompakt, falls sie einen dritten Fixpunkt in L oo hat. 
Damit ist unter anderem aufgezeigt, daß die Kollineationsgruppe große und geo-
metrisch relevante kompakte Bestandteile besitzt. Die Möglichkeiten für die Wirkung 
einer kompakten zusammenhängenden Untergruppe auf der 4-Sphäre Loo sind nun nach 
Richardson [10] bekannt. Da die Ergebnisse von Richardson hier immer wieder benötigt 
werden, seien sie explizit ~itiert, wobei wir sie für unsere Zwecke geeignet zusammen-
fassen: 
1. Ci. Liste von Richardson. Die kompakte Liegruppe C wirke effektiv als topologische 
Transformationsgruppe, auf der 4-Sphäre, und es sei dim C ii; 2. 
Hat C keinen Fixpunkt, so ist C isomorph zu S03(R) oder S03(R)xS02(R). 
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Hat C hingegen einen Fixpunkt, so wirkt C äquivalent zur Einpunktkompaktifizierung 
einer der folgenden klassischen linearen Wirkungen: 
- einer zweidimensionalen Torusuntergruppe von GL2 (C) auf C2 , 
- S03(R) auf R 3 x P, 
- SU2 (C) auf C2 , 
- U2 (C) auf C2 , 
- S04(P) auf Fr. 
§ 2. Die Kollineationsgruppe von SLz (C)-Ebenen 
2.1. In diesem Paragraphen wird eine feste SL2 (C)-Ebene betrachtet, also eine 
achtdimensionale lokalkompakte Translationsebene, in der die Gruppe GC der stetigen 
affinen Kollineationen eine abgeschlossene, zusammenhängende Untergruppe A hat, die 
zu SL2 (C) lokal isomorph ist. Wir analysieren die Wirkung von A und bestimmen die 
Zusammenhangskomponente von GC• 
Wir können und werden annehmen, daß A als zusammenhängende einfache Gruppe 
den Ursprung 0 der affinen Punktmenge A=R8 festläßt; aus demselben Grund ist sie 
dann in dem Normalteiler S ro von ro (siehe 1. 4) enthalten. 
Zunächst wird nun die Wirkung von A auf der affinen Ebene aufgeklärt: 
2.2. A ist stets isomorph zu SL2 (C). Der Raum A=R8 der affmen Punkte läßt 
sich so mit dem topologischen R-Vektorraum C2 x C2 identifizieren, daß W = C2 x {O}und 
S= {O} x C2 Ursprungsgeraden sind und daß A die komplexe Matrizengruppe 
mit 
A={A(: !} a,b,c,dEC, ad-bc=1} 
.(: ~)(x,y)~(: : : :) (~~) 
(X=(::)E C2 , Y=(;:)E C2 ) wird. 
Konvention. Diese Identiftkation wird dann im folgenden stets zugrundegelegt. 
Beweis. Wir betrachten die lineare Wirkung von A auf A = p8. Nach [6], 2. 4 
kann diese Wirkung aus geometrischen Gründen nicht irreduzibel sein. Unterhalb der 
Dimension 8 gibt es nun irreduzible Darstellungen von SL2 (C) nur in den reellen Di-
mensionen 4 und 6 (siehe etwa [13]). Eine irreduzible Komponente der Wirkung von A 
ist aber nie 6-dimensional: sonst hätte man einen dazu komplementären 2-dimensionalen 
Unterraum von Fixpunkten und damit auch mindestens eine unter " invariante Ur-
sprungsgerade, also einen 4-dimensionalen invarianten Unterraum, was sich mit einer 
6-dimensionalen irreduziblen Komponente nicht verträgt. 
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Somit haben die nichttrivialen irreduziblen Komponenten der Wirkung von A auf 
A = R8 die reelle Dimension 4. In dieser Dimension gibt es nun genau zwei irreduzible 
Darstellungen von SL2(C), nämlich die gewöhnliche Wirkung auf C2 und die Wirkung 
als S04(1(, 1)1 ~PSL2(C) auf f?4. 
Angenommen nun, die gewöhnliche Darstellung von SL2 (C) auf C2 käme nicht 
als irreduzible Komponente der Wirkung von A auf A vor. Dann könnte A so in ein 
Produkt 1(4 x 1R4 zweier A -invarianter Unterräume zerlegt werden, daß A auf 1R4 x {O} 
als S04 (IR, 1)1 und auf {O} xIR4 ebenso oder trivial wirkt. Wir betrachten eine zu 
S03 (IR, 1) isomorphe Untergruppe <I> von A. Der Unterraum U der affinen Fixpunkte 
von <I> ist dann 2- oder 5-dimensional. Jeder Punkt von U""-{O} bestimmt als Fixpunkt 
von <I> eine <I>-invariante Ursprungsgerade und diese wiederum einen Fixpunkt von CI> 
in Loo ' Nach dem Lemma über Achsenstandgruppen (1. 5) muß also U in einer einzigen 
Ursprungsgeraden L=R4 enthalten sein, da S03 (IR, 1) keine kompakten Untergruppen 
der Kodimension ~ 1 hat. Damit scheidet der Fall dirn U = 5 von vornherein aus. Im 
Fall dim U = 2 ergäbe sich mit Hilfe der vollständigen Reduzibilität von linearen Wir-
kungen einfacher Liegruppen, daß U in Lein 2-dimensionales <I>-invariantes Komple-
ment hätte, auf dem dann <I> nichttrivial wirken müßte; aber bei der diskutierten Wirkung 
von A haben die irreduziblen Komponenten der Wirkung von <I> die Dimension 3. 
Also ist mindestens eine irreduzible Komponente der Wirkung von 1\ die gewöhn-
liche Wirkung von SL2(C) auf C2 • Insbesondere ist A ~ SL2(C). Wir zeigen, daß die 
zentrale Involution z von A in A die Spiegelung am Ursprung bewirkt, d. h. die un-
eigentliche Gerade L oo punktweise festläßt. Andernfalls würde eine maximale kompakte 
Untergruppe K~SU2(C)~Spin3(1R) effektiv auf der 4-Sphäre L oo operieren. Nach [10] 
(siehe die Liste von Richardson, 1. 6) hätte dann z genau zwei Fixpunkte in L oo , und 
diese müßten auch Fixpunkte der l zentralisierenden zusammenhängenden Gruppe A 
sein, was nach dem Lemma über Achsenstandgruppen (1. 5) auf grund der Struktur von 
1\ ~ SL2 (C) nicht möglich ist. 
In jeder irreduziblen Komponente der Wirkung von A muß also l die Spiegelung 
am Ursprung induzieren. Angesichts der bestehenden Möglichkeiten ist damit die Wir-
kung von A bestimmt: Der Raum A der affinen Punkte läßt sich als IR-V ektorraum so 
mit C2 X C2 identifIZieren, daß 1\ die Gruppe der Transformationen (Zl' Z2) H (A(Zl), A(Z2») 
mit A E SL2(C) (ZIE C2J wird. 
Die affmen Fixpunkte der Untergruppe Y von A, die der Untergruppe 
von SL2(C) entspricht, bildenden Unterraum 
W=Cx {O} x Cx {O}. 
Wcmuß eine .Ursprungsgerade sein, sonst enthielten mehrere Ursprungsgeraden von 0 
verschiedene Fixpunkte von Y und blieben also invariant unter Y ~ 1(2, im Widerspruch 
zur Struktur von Achsenstandgruppen (1. 5); 
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Als Bild von W unter einer geeigneten Kollineation aus A ist auch 
S={O}xCx{O}xC 
eine Ursprungsgerade. 
Faktorisiert man nun A neu als WX S= C2 X C2 und faßt die Koordinaten ent-
sprechend zusammen, so erhält man die in der Behauptung angegebene Beschreibung der 
Wirkung von A, die wir im folgenden stets zugrundelegen. • 
2. 3. Bemerkung. Eine Situation, die ganz analog zu unserer Beschreibung 2. 2 der 
Wirkung von A ~ SL2 (C) auf der affinen Ebene ist, fmdet man mit R statt C als Grund-
körper bei den von Betten [1], Satz 5 analysierten vierdimensionalen lokalkompakten zu-
sammenhängenden Translationsebenen mit einer reduzibel wirkenden zu SL2 (R) isomor-
phen Kollineationsgruppe vor. Bei der Bestimmung der SL2 (C)-Ebenen in § 3 wird sich 
denn auch zeigen, daß jede solche vierdimensionale SL2 (R)-Ebene in einer geeigneten 
SL2 (C)-Ebene als Unterebene enthalten ist (3.2). Nicht jede SL2 (C)-Ebene enthält aller-
dings eine solche Unterebene; es ist also nicht möglich, die Analyse der SL2 (C)-Ebenen 
von unten durch Aufsteigen in der Dimension zu leisten. Auch hat in den SL2 (C)-Ebenen 
die Wirkung von A in L oo , die wir anschließend analysieren, geringeren Transitivitätsgrad 
als die entsprechende Kollineationsgruppe in den vierdimensionalen SL2 (R)-Ebenen: 
2.4. A ~ SL2 (C) hat in L oo genau eine 2-dimensionale Bahn 6 (homöomorph zur 
2-Sphäre). Die zu den Punkten aus 6 gehörigen Ursprungsgeraden silld die Unterräume 
Lc.o:={(x,cx); XEC2 } ./Ur CEC sowie Loo,o:=S, 
A operiert zweifach transitiv auf 6, und die maximale kompakte Untergruppe 
r = {A ( _ ~ :); a, b E C, aä + bb = 1 } ~ SU 2 (C) 
von A wirkt ebenfalls noch transitiv auf 6. 
Die Fixpunkte von r in L oo bilden eine Kreislinie 0:; diese ist ein globaler Quer-
schnitt zum System der Bahnen von A in L oo '" 6. Jede dieser Bahnen ist dreidimensional 
und schon eine Bahn der zu r komplementären Untergruppe 
=={AG r-1); O<rER, CEC}, 
die außerhalb 6 frei operiert. 
Beweis. (a)· Man rechnet unmittelbar in den Koordinaten von 2.2 nach, daß die 
Bahn der Ursprungsgerade W = Lo• 0 unter A und r aus den beschriebenen Geraden 
Lc,o (c E C U {oo}) besteht. Die zugehörigen uneigentlichenPunkte bilden· dann die 
2-Sphäre 6. Die angegebene Untergruppe = ist der Stabilisator der Geraden S = L oo. 0 ; 
sie permutiert die Geraden L c 0 (c E C) transitiv, wie sich durch leichte Rechnung ergibt. 
(Im ubrigen stellt die Zuord~ung L c•o H C -1 einen Homöomorphismus von 6 auf die 
Riemannsche Zahlenkugel her, der die Wirkung von A auf 6 überführt in die Wirkung 
der Gruppe der Möbiustransformationen.) 
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(b) Für alle Punkte e E L oo "'-6 ist der Stabilisator Ae eine maximale kompakte 
Untergruppe von A (also konjugiert zu I). Sei nämlich P eine abgeschlossene Einpara-
meteruntergruppe von Ae • In der 2-Sphäre 6 hat P ebenfalls einen Fixpunkt f (dies 
kann man entweder aus der expliziten Kenntnis der Wirkung von A auf 6, oder aber 
anhand des Lefschetzschen Fixpunktsatzes gewinnen, siehe z.B. [11], 4.7.12 S. 197). 
Die Bahnen der Zusammenhangskomponente (A e,J)l des Stabilisators von e und f 
können sich nun nicht alle bei e häufen (man denke etwa an die Bahnen, die in 6 ein-
geschlossen bleiben); nach dem Lemma über Achsenstandgruppen (1. 5) ist also (A e,J)l 
und damit auch P kompakt. Da man so für alle abgeschlossenen Einparameterunter-
gruppen von Ae schließen kann, ist damit gezeigt, daß die Zusammenhangskomponente 
(Ae)l von Ae kompakt ist. Bis auf Konjugation ist also (Ae)l ~ I ~ SU 2 (C). Da die 
Bahn von e in der 4-Sphäre L oo höchstens 4-dimensional ist, ist (Ae)l mindestens 
2-dimensional. SU2(C) hat aber keine 2-dimensionalen Untergruppen; folglich ist (Ae)l 
isomorph zu SU2(C) und konjugiert zu I. Da SU2(C) in SL2(C) normalisatorgleich ist, 
ist schließlich Ae = (Ae) 1 • 
(c) Jede Bahn von A außerhalb 6 enthält also einen Fixpunkt von I, und zwar 
- wiederum wegen der Normalisatorgleichheit von SU2(C) in SL2(C) - genau einen 
solchen. Die Menge ij der Fixpunkte von I in Loo stellt somit einen Schnitt zum Bahnen-
system von A in Loo "'-6 dar. Da die zentrale Involution von I (die Punktspiegelung am 
Ursprung) auf L oo identisch wirkt, induziert I auf Loo eine zu S03(R) isomorphe Trans-
formationsgruppe, und die Menge ty ihrer Fixpunkte ist homöomorph zur Kreislinie 
(siehe Richardson [10] und die Liste von Richardson in 1.6). 
Die dreidimensionale Untergruppe :: ist kompaktfrei. Nach (b) ist daher 
:: n Ae = {id} für alle e E L oo "'- 6, und aus Dimensionsgründen ist A = ::. Ae • Also wirkt 
:: frei auf L oo "'-6, und es gilt A(e)=::(e). Damit ist alles gezeigt. • 
Nunmehr bestimmen wir die Zusammenhangskomponente r der Gruppe aller 
stetigen affmen Kollineationen. r ist das semidirekte Produkt der Gruppe der Trans-
lationen mit der Zusammenhangskomponente ro von G~. Wegen ro = sro ' r[~,Lool 
(siehe 1. 4) hat man also im wesentlichen die Möglichkeiten für S ro zu bestimmen und 
den die Streckungsgruppe G[O,Lool regierenden Kern der Ebene zu diskutieren (der außer 
in der Quaternionenebene einer der Körper R oder eist.) 
2.5. Abgesehen vom Fall der Quaternionenebene bestehen in einer SL2 (C)-Ebene 
für sro genau die folgenden Möglichkeiten: 
(/f) sro istfastdirektes Produkt von A~SL2(C) und einer eindimensionalen Torus-
gruppe e. Die Sphärenbahn 6 ~ L oo von A (siehe 2. 4) besteht genau aus den Fixpunkten 
von e in L oo • Die Kreislinie ty der Fixpunkte einer zu SU2 (C) isomorphen Untergruppe I 
in Loo wird von e transitiv permutiert; daher wirkt S ro in diesem Fall transitiv auf L oo "'-6. 
Im Fall (/f) ist der Kern der Ebene notwendig isomorph zu R. Insgesamt gilt also in 
nichtdesarguesschen SL2 (C)-Ebenen stets 
15~dimr~16. 
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Bemerkung. In Situation (IX) kommt hingegen der Fall zu C isomorphen Kerns 
tatsächlich vor (siehe 3.4). Situation (fI) ist relativ selten; die entsprechenden Ebenen 
werden in 3. 3 angegeben. 
Beweis. Nach Abschnitt 2.4 (dessen Bezeichnungen wir weiter verwenden) hat r 
in L oo genau eine zweidimensionale Bahn (nämlich e) und sonst lauter dreidimensionale 
Bahnen. Der Hauptsatz von [6] besagt andererseits, daß (außer im desarguesschen Fall) 
sro in L oo eine höchstens zweidimensionale Bahn hat, die in der vorliegenden Situation 
mit 6 übereinstimmen muß. Nun wirkt schon A zweifach transitiv auf 6; und da es nur 
eine einzige zweifach transitive, effektive Wirkung einer zusammenhängenden Liegruppe 
auf der 2-Sphäre gibt ([9], [2] oder aber [12], S. 223ff.), induziert sro auf 6 dieselben 
Transformationen wie A. Folglich ist sro semidirektes Produkt von A und dem Normal-
teiler N aller Elemente, die auf 6 die Identität bewirken, und aus Zusammenhangs-
gründen ist sogar S ro = A . 9, wo e die Zusammenhangskomponente von N ist. Nach 
dem Lemma über Achsenstandgruppen (1.5) ist e kompakt. Die Möglichkeiten, die 
für die kompakte Gruppe I· 9 bestehen, sind nun nach Richardson [10] bekannt 
(vgl. die Liste in 1. 6): Da I auf der 4-Sphäre Loo als S03(R) wirkt, ist entweder 
9 = {id}, oder aber I·9 induziert auf L oo eine zu S03(R)xS02(R) isomorphe Trans-
formationsgruppe ohne universellen Fixpunkt. Im zweiten Fall ist 9 ein eindimensionaler 
Torus, der dann von A zentralisiert wird. e permutiert die Kreislinie ~ der Fixpunkte 
von I, und zwar transitiv, da I . e keinen Fixpunkt hat. Da ~ einen Querschnitt des 
Bahnensystems von A in L oo "6 darstellt, wirkt somit e fixpunktfrei auf L oo "6, und 
sro ist transitiv auf L oo "6. Damit hat man die in (ß) beschriebenen Verhältnisse. 
Es ist nun noch zu zeigen, daß in Situation (ß) der Kern der Ebene R ist. An-
genommen, der Kern ist größer. Er enthält dann einen zu C isomorphen Unterkörper, 
und die Gruppe r[o,Lool der Streckungen mit den von 0 verschiedenen Elementen des 
Kerns enthält eine Torusuntergruppe, die sro zentralisiert. Zusammen mit e ergibt sich 
ein zweidimensionaler Torus T von Kollineationen, die alle Ursprungsgeraden mit un-
eigentlichen Punkten in 6, also die Geraden L c 0 aus 2. 4, invariant lassen. Wir beenden 
nun den Beweis, indem wir uns davon überzeugen, daß dies nur in der Quaternionen-
ebene möglich ist. 
Die Elemente von T lassen insbesondere die Geraden W = C2 X {O}, S = {O} X C2 
und L 1•0 = {(x, x); XE C2 } invariant und haben daher (immer in den Koordinaten von 
2. 2 und 2. 4) die Gestalt (x, y) 1-+ (C(x), C(y») mit einer geeigneten R-linearen Trans-
formation C von C2 = Fr. Die Invarianz der Geraden Lc•o = {(x, c· x); XE C2 } für alle 
C E C besagt darüber hinaus, daß C sogar C-linear ist. T ist also eine zweidimensionale 
Torusuntergruppe von GL2 (C). Eine solche enthält aber stets den zentralen Torus von 
GL2 (C); somit sind alle Transformationen 
Yu: (x, y) 1-+ (u· x, U· y) mit U E C, lul = 1 
Kollineationen. 
Betrachten wir nun eine Ursprungsgerade, die unter der Untergruppe I ~ SU2 (C) 
von A invariant bleibt, also eine Gerade mit uneigentlichem Punkt aus ~. Sie hat die 
Gestalt 
L O,l = {(x, A(x»); XEC2 } 
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mit einer R-linearen Transformation A von C2 , die sich auf grund der Invarianz· unter 
den Kollineationen 
(a E C, lai = 1) 
als echt C-semilinear herausstellt. Unter der Kollineation ')I .. geht L O• 1 über in 
also in 
Lo.%={(x,z.A(x»); XEC2 } 
mit z=u2 • Da r von ')I .. zentralisiert wird, ist Lo.% ebenfalls unter r invariant. Das 
System der Ursprungsgeraden L o % mit Z E C, Izi = 1 bildet eine Kreislinie, deren un-
eigentliche Punkte also die Kreislinie tj der Fixpunkte von r in L oo ganz ausfüllen. 
Nach 2.4 ergibt sich dann jede Ursprungsgerade mit uneigentlichem Punkt in L oo" '2) 
als Transformierte einer der Geraden L o. % unter einem Element der Untergruppe :: 
von A in der Beschreibung 
Lc•d = {(x, c· x+d· A(x»); XE C2 } 
mit c E C und 0'* d E C, die im Grenzfall mit d = 0 auch die Geraden mit uneigentlichem 
Punkt in '2) darzustellen gestattet. 
Anhand dieser Beschreibung der Ursprungsgeraden verifiziert man unmittelbar, 
daß die Abbildungen 
O'c.d: (x, y) H (x, c· x +d· A(x) + y) 
Kollineationen sind. Sie bilden eine Gruppe von Scherungen mit Achse S, die transitiv 
auf dem System der von S verschiedenen Ursprungsgeraden operiert. Da A in L oo keine 
Fixpunkte hat, wird aber das Scherungszentrum s dieser transitiven Scherungsgruppe 
unter der Kollineationsgruppe bewegt; es gibt also weitere solche Scherungszentren, und 
die Ebene ist moufangsch (siehe etwa [8], Lemma 8.3 S.172), d.h. die Ebene über 
einem Alternativkörper. Der einzige vierdimensionale lokalkompakte zusammenhängende 
Alternativkörper ist aber der Quaternionenkörper H. In Situation (ß) führt somit die An-
nahme eines größeren Kerns als R zum Ausnahmefall der Quaternionenebene. • 
§ 3. Bestimmung der S~(C)-Ebenen 
Nun sollen alle SL2 (C)-Ebenen . explizit beschrieben werden. 
3.1. Im folgenden identifizieren wir den affmen Punktraum A von SL2 (C)-Ebenen 
stets in der in 2.2 beschriebenen Weise mit C2 x C2• Die Elemente von C2 denken wir 
uns als Spaltenvektoren 
Häht, SL2 (C)-Ebenen 85 
geschrieben. Konjugation von Vektoren xe C2 versteht sich immer komponentenweise: 
_ (Xl) 
x= X2 • 
Eine wichtige Rolle zur Beschreibung der SL2 (C)-Ebenen spielen Familien kom-
plexer 2 x 2-Matrizen Bz , die stetig von dem Parameter' z aus dem Einheitskreis 
abhängen und die die Beziehung 
B - _B- l z- z 
erfüllen; genauer gesagt, sollen die Matrizen einer solchen Familie die Gestalt 
(1) Bz = (O"(Z) . z - (1 + 100(z) 12 ) e(z) -1. z) 
e(z)· z -O"(z), z 
haben, wo 0": Sl --+ C und e: Sl --+ (0, (0) s; R stetige Abbildungen sind. Mit diesen Be-
zeichnungen lassen sich die SL2 (C)-Ebenen folgendermaßen beschreiben: 
Satz. Im IR- Vektorraum A = C2 X C2 bilden die 4-dimensionalen R-linearen Teil-
räume 
Lc. r . z= {(x, c· x+r· BAx»); xe C2 } 
für c e C, r e [0, (0) und z e Sl zusammen mit 
S={0}xC2 
das System der Ursprungsgeraden einer SL2 (C)-Ebene, falls die zur Definition der Ma-
trizen Bz nach (1) verwendeten stetigen Abbilduftgen 0": Sl --+C und e: Sl --+(0, (0) die 
folgende Bedingung (P) erfiUlen: 
(P) 2 Re O"(z) O"(-z) - e(-z) e(z)-l (1 + 10" (zW) - e(z) e(-z)-l (1 + 100(-zW) < 2. 
Die in 2.2 notierte Matrizengruppe A ist eine zu SL2 (C) isomorphe Kollineationsgruppe, 
die einzige 2-dimensionale Bahn von A in L oo (2. 4) besteht aus den uneigentlichen Punkten 
der Ursprungsgeraden 
Lc.o={(x,c·x); xeC2} (ceC) und .S={0}xC2 , 
und die Fixpunkte der Untergruppe 
!={-"(-i :} a,beC, aä+bb=1}~SU2(C) 
in L oo sind die uneigentlichen Punkte der Ursprungsger~den 
Lo.z={(x, Bz(x»); xeC2 } (zeSl ). 
Jede SL2 (C)-Ebene ist (in Koordinaten nach 2.2) von dieser Gestalt. 
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Beweis. Wir gehen zunächst von einer beliebigen SL2(C)-Ebene aus und leiten die 
behauptete Beschreibung her. Aus 2.4 kennt man schon die Ursprungsgeraden LI:. 0 
und S, deren uneigentliche Punkte eine unter A invariante 2-Sphäre e bilden. Die 
übrigen Ursprungsgeraden erhält man nach 2. 4 durch Transformation der unter 
I ~ SU 2 (C) invarianten Ursprungsgeraden mit Kollineationen aus der Untergruppe 
::=f.~.(: r- 1} O<reR, cec} 
von A. Wir ermitteln daher zunächst die Gestalt einer solchen I-invarianten Ursprungs-
geraden E. Schreibt man E in der Form 
E= {(x, A(x»); xe C2} 
mit einer R-linearen Transformation A von C2, so bedeutet die I.:Invarianz, daß 
Va, be C Vx e C2: aä+bb= 1 => -bx+ä· A(x)=A(a ·x)+A(b.A(x»). 
Im Spezialfall b = 0, lai = 1 ergibt sich hieraus, daß A echt C-semilinear, also 
A(x)=B(i) mit BeGL2 (C) 
ist. Im Spezialfall a = 0, b = -1 folgt dann, daß - B . B die Einheitsmatrix, also 
B=-B-1 
ist; umgekehrt verifIZiert man, daß damit die Bedingung für I-Invarianz auch allgemein 
erfüllt ist. 
Nach 2. 4 bilden nun die uneigentlichen Punkte der unter I invarianten Ursprungs-
geraden als die Fixpunkte von I in LfS) eine Kreislinie ij, d.h. die I-invarianten Ur-
sprungsgeraden bilden ein System von R-linearen Teilräumen 
Lo .• ={(x,B.(i»); xeC2}, 
wo BII e GL2 (C) stetig von z e Si abhängt und die Bedingung 
- -1 BII=-B. 
erfüllt. Das Bild von Lo.: unter der Kollineation 
(Vr- 1 ) ). cVr Vr e:: 
mit 0 < r e R und c e C ist der Teilraum 
L c•r •• = ({x, c· x + r· B.(i)); xe C2 }. 
Nach dem Gesagten stellen diese Teilräume für z e S1, r ~ 0 und c e C zusammen mit S 
das System der Urspiungsgeraden der vorgelegten Ebene dar. Daraus ergeben sich nun 
noch genauere Informationen über die Gestalt der Matrizen B._ Schreibt man nämlich B • 
. in Komponenten 
, (IX. P.) 
BII = ~' 1'. Ir 
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SO ist der Schnittpunkt von Lc,r'z mit der nicht durch den Ursprung gehenden Geraden 
S' = { ( ~ )} X C2 
der Punkt 
, ((1) (c+r.<xz )) L c• r • z n S = 0' r. 1'% • 
Die Zuordnung Lc• r' z H Lc• r' % n S' muß eine Bijektion auf S' sein. Insbesondere ist 
notwendig 1'% =t= 0 für alle Z E SI und Z 1-+ IYzl- 1 . Yz eine stetige bijektive Abbildung von 
SI auf sich, also ein Homöomorphismus. Mit diesem Homöomorphismus kann man 
nun die Korrespondenz Z f-+ Bz in der Weise modifizieren, daß man 1'% = (!(z) . z mit 
einer stetigen Abbildung (!: Si 1-+(0, 00) hat. Anhand der Bedingung Bz = -Bz- 1 ergibt 
sich dann ohne Mühe für die Matrizen Bz die in der Behauptung angegebene Gestalt. 
Nun muß noch erörtert werden, welche Forderungen an die in diese Beschreibung 
eingehenden stetigen Abbildungen (! und (J zu stellen sind. Dazu betrachten wir den 
Quasikörper Q, der die Ebene bezüglich W = Lo.o und S als Koordinatenachsen und den 
Punkt 
((~). (~)) 
als Einheitspunkt koordinatisiert. In dieser Koordinatisierung ist L c• r . z die Ursprungs-
gerade der Steigung 
.(1) . (1)=(c+rz'(J(Z»). 
c 0 +r Bz 0 ()' rz· (! z 
dabei ist Q in naheliegender Weise mit C2 identifIziert. Folglich ist die Multiplikation 0 
in Q gegeben durch 
(2) 
wobei r· z (r ~ 0, z E SI) und CE C in Abhängigkeit von al, a2 E C eindeutig bestimmt 
sind durch rz· (!(z) = a2 und c + rz· (J(z) = al, also 
a2 la21 a2 ( a2 ) (falls a2 =t= 0) 
z= la21 ' r= 
e C::I)' c = al- {{'~f Tcl,I la21 
bzw. 
rz=O, c=al (falls a2 = 0). 
Für jede Wahl von e und (J ist nun diese Multiplikation stetig und li-linear im 
zweiten Argument. Es bleibt zu untersuchen, unter welchen Bedingungen an e und (J 
diese Multiplikation einen topologischen Quasikörper definiert; genau dann liefert das 
beschriebene Ursprungsgeradensystem eine SL1 (C)-Ebene. 
12* 
88 Hähl, SL1(C)-Ebenen 
Die entscheidende Frage ist dabei, wann diese Multiplikation die Planaritätsbe-
dingung erfüllt; darunter versteht man die Eigenschaft, daß für alle a =1= b die R-lineare 
Abbildung x 1-+ a 0 x - box stets nichtsingulär ist. Bei der gegebenen Multiplikation ist 
dies nun bereits hinreichend für das Vorliegen eines topologischen Quasikörpers. Nach 
dem Kriterium [7], 2.4 (siehe auch [4], 2.12) für lokalkompakte zusammenhängende 
Quasikörper genügt nämlich im allgemeinen neben der Planarität dazu die VerifIkation 
einer Stetigkeitsbedingung im Unendlichen, etwa daß für eine gegen 00 konvergente 
Folge von Quasikörperelementen av E Q = C2 und eine gegen XE Q"{O} konvergente 
Folge von Elementen Xv E Q = C2 die Produktfolge av 0 Xv stets gegen 00 strebt. Unter-
stellt man die Planarität, die insbesondere av 0 x =1= 0 für x =1= 0 garantiert, so folgt dies 
bei der in Rede stehenden Multiplikation sofort aus der simultanen Stetigkeit in beiden 
Argumenten und mit der Tatsache, daß hier für rE R stets ra 0 X = r(a 0 x) gilt, wie man 
unmittelbar abliest. 
Es bleibt also zu untersuchen, wann die in (2) defInierte Multiplikation 0 planar ist. 
Die Betrachtung der Abbildung x 1-+ a 0 x - box· speziell für a = (~), CE C führt zu 
folgender 
Voriiberlegung. Für CE C und z E Si ist die R-lineare Abbildung 
stets injektiv. 
Sonst würden Z E Si, CE C und XE C2,,{O} existieren mit 
Bz(.x) = C· x. 
Da Bz = - Bz- l gilt, ergäbe sich daraus C· x = Bz (x) = - Bz- l (x) und 
x= -Bz( -Bz-l(x»)= -Bz(c, x) = -co Bz(x) = - CC· x, 
also cc = -1, was unmöglich ist. 
Allgemein ist die Planarität der Multiplikation 0 genau dann verletzt, falls zwei ver-
schiedene Paare (rl . Zt. Cl) und (r2' Z2, C2) aus C x C (mit Zj E s1, rj ~O) und ein Vektor 
XE C2,,{O} existieren so, daß 
Nach der Vorüberlegung ist dabei notwendig '1 =1= 0 =1= r2 und ZI =1= Z2' Mit t = (Cl -C2)' ,;;1 
und '='1' ri1 hat man dann 
(3) 
alSofiir beliebiges ZES1 auch i2t(z·x)=it·x=Bz2(z.x)-r.Bzl(z,X), so daß man 
in (3) noch annehmen kann, daß . 
(3a) O~tER. 
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Betrachtet man die Matrizen B%1 und B%2 sowie die Konjugation 
K(x)=x 
als ,R-lineare Endomorphismen von C2 = IR"", so besagt (3), daß der Endomorphismus 
BZ2 0 K - r· B%1 0 K einen reellen Eigenwert t;?; 0 hat. Genau dann ist die Planarität ver-
letzt. Wir erhalten somit die folgende notwendige und hinreichende Bedingung für 
Planarität: 
(P1) 'VZ1,Z2ES1, r>O, t~O: Z l =t=Z2 => detR(Bz2-r·Bzl-t·K)=t=0. 
Im folgenden seien die Koeffizienten der komplexen Matrix BZ2 - r . BZ1 mit a, b, c, d 
bezeichnet, also 
(4) 
a = a(z2)z2 - r· a(zl)zl, b = r. 1 + la(zlW . Zl _ 1 + la(z2W . Z2 
U(Z 1) U(Z2) 
c = U(Z2)Z2 - r 'U(Zl)Zl, d= r· a(Zl)Zl - a(Z2)Z2' 
Zur Berechnung der in (P 1) eingehenden Determinante sind allerdings BZ2 - r· BZ1 und 
t· K als reelle 4 x 4-Matrizen zu betrachten. Eine mühsame, aber direkte Rechnung er-
gibt 
mit 
(5) u=u(r, Zt. z2)=laI
2+ldI2+2· Rebe, 
v = v(r, Zb Z2) = lad-bel2. 
Die biquadratische Gleichung (4 - ut2 + v = 0 hat nun genau dann eine reelle Lösung 
( ;?; 0, wenn die quadratische Gleichung h2 - uh + v = 0 eine nicht negative Lösung h hat; 
wegen v;?; 0 ist dies genau dann der Fall, wenn u ~ 0 und u2 - 4v ~ 0, also wenn u;?; 2 VV. 
Im Grenzfall r = 0 ist insbesondere u < 2 VV, da nach obenstehender Vorüberlegung 
detR (B%2 - t . K) keine reelle Nullstelle hat. Da die KoeffIZienten u und v stetig von r 
abhängen, ist also entweder stets u < 2 VV, oder aber der Fall u = 2 VV tritt ein, d. h. 
u2 = 4v und u ~ O. Genau im letzteren Fall ist die Planarität verletzt. Damit haben wir 
die folgende Planaritätsbedingung: 
mit 
(P2) 'VZt.Z2ES1, r>O: Zl =t=Z2, u(r,zbz2)2=4·v(r,Zl>Z2) => u(r,zl,z2)<0. 
Einsetzen von (4) in (5) ergibt nun nach langwieriger Rechnung: 
u=-2(r2+~r+1), 
(6) 
(7) 
u2 = 4(r4 + 2~r3 +(~2+2)r2 + 2~r + 1), 
v= r4 +2~r3 +'1r2 +2~r+ 1 
~ = ~(Zl' Z2) = 8· Rei1z2 , 
'1='1(Zl' z2)=82+2.Reih~, 
wobei 
(8) 
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Die Möglichkeit der weiteren Analyse ist dem glücklichen Umstand zu verdanken, daß 
die KoeffIZienten e, 11 und 8 nicht mehr von r abhängen. Nach (6) ist genau dann u2 =4v, 
wenn e2 + 2 = 11, und diese Bedingung ist unabhängig von r. Um die Planarität zu sichern, 
muß man nach (P2) ausschließen, daß für gewisse Zlo Z2 e S1 mit Z1 4= Z2 und 
~(ZbZ2)2+2:;::11(zt.Z2) ein r>O existiert mit u(r,zloz2)~0. Nach (6) ist nun die 
Existenz eines solchen r> 0 gleichbedeutend damit, daß r2 + er + 1 = 0 positive Lösun-
gen r hat, also gleichbedeutend mit e ~ 4 und ~ < 0, d. h. ~ ~ - 2. Damit haben wir 
die folgende Formulierung der Planaritätsbedingung erreicht: 
(P3) VZ1,Z2eS1: Z14=Z2, ~(ZloZ2)2+2-"(Z1,Z2)=0 => ~(ZbZ2» -2. 
Nun ist 
e2 +2-,,= 82(Reitz2)2-1)+2-2Rei~z~ 
= 82 (Rei1z2)2_1 )+2 - 2 (Rei1 Z2)2 -(lmi1z2)2) 
=(82-2) (Reit z2)2 -1 )+2(Imit z2)2 
und wegen i t z2eS1, also (Reit z2)2+(Imit z2)2=1 somit 
e2 +2-11=(4-82) (Imit z2)2. 
Nach (P 3) sind die kritischen Fälle diejenigen, wo dieser Ausdruck 0 wird, also 
Falll. Imit z2 =0. Dies ist gleichbedeutend mit i t z2 = ±1, also Z2 = ±Zl' 
Fall 2. 82 = 4, also 8 = ± 2. Dann kann die Planaritätsbedingung ~ = 8· Re i 1 Z 2> - 2 
aus (P 3) höchstens für Re i tZ 2 = ± 1, also wiederum i tZ 2 = ± 1 verletzt sein. 
Für Z1 4= Z2 bleibt also in beiden Fällen als kritische Situation Z2 = -Zl; nach (P 3) 
ist Planarität gleichbedeutend damit, daß in dieser Situation ~ > - 2 gilt. Nun ist aber 
~(Zl> -Zt) = 8· Reit' (-Zt) = - 8(zt. -Zt), so daß als notwendige und hinreichende 
Planaritätsbedingung einfach die Forderung 
VzeSt : 8(z, -z)<2 
verbleibt; dies ist die Bedingung (P) der Behauptung. • 
3. 2. Hinweis. Die Planaritätsbedingung (P) aus Satz 3. 1 bedeutet eine Einschrän-
kung für die Werte der die Ebene bestimmenden Funktionen (! und u in jeweils zwei 
antipodischen Punkten der Kreislinie S1. Ansonsten kann man zur Konstruktion von 
SL2(Q-Ebenen die Funktionen (! und u willkürlich wählen. 
Insbesondere existieren für 1 < weR stets eine SL2 (Q-Ebene definierende Funk-
tionen (! und u, die 
(!(l)=w, (!(-1)=1, u(l)=O=u(-l) 
erfüllen. In einer solchen Ebene ist 
R 2 X R 2 = {( (::) (;:)} Xi, Yi eR} 
der Punktraum einer Unterebene. Man rechnet leicht nach, daß die vierdimensionalen 
lokalkompakten Translationsebcnen. die man auf diese Weise erhält, identisch sind mit 
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den Ebenen, die Betten in [1], Satz 5 S. 144 angegeben hat. Anband der gegebenen Ein-
bettung in eine SL2(C)-Ebene sieht man unmittelbar, daß sie eine zu SL2(R)~SL2(C) 
isomorphe Kollineationsgruppe haben, die reduzibel wirkt. Betten hat a.a.O. gezeigt, 
daß alle vierdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit einer solchen Kol-
lineationsgruppe diese Gestalt haben. 
Zum Schluß sollen noch (ohne Beweise) diejenigen SL2(C)-Ebenen aufgewiesen 
werden, die eine besonders große Kollineationsgruppe haben. Nach 2.5 ist stets dirn r~ 16, 
und die Ebenen mit dirn r = 16 teilen sich auf zwei Familien auf. Die eine Familie besteht 
aus denjenigen Ebenen, in denen sro noch eine Torusgruppe außerhalb I\~SL2(C) ent-
hält; die andere umfaßt die SL2(C)-Ebenen mit komplexem Kern. 
Zunächst zur ersten Familie: 
3.3. Satz. Die nicht desarguesschen SL2 (C)-Ebenen, in denen sro fastdirekte Er-
weiterung von 1\ ~ SL2 (C) mit einer Torusgruppe e ist, sind bis auf Isomorphie genau 
die Ebenen, die man erhält, wenn man in der Konstruktion von 3. 1 für beliebige, aber 
feste Parameter e1 E (0,1) und k E Z"'-.{O} die Matrizen 
mit 
t(Z)EIR, e21 · t (z)=z und R t = . . (cos t - sin t) 
sm t cos t 
verwendet. Für verschiedene Werte von e1 und k ergeben sich nichtisomorphe Ebenen. 
Zur Gewinnung dieser Ebenen bestimmt man zunächst die Möglichkeiten, die für 
die Wirkung von e auf der affinen Ebene bestehen angesichts der Bedingung, daß e 
die bekannte Gruppe 1\ zentralisieren soll. Dann erinnert man sich, daß e nach 2. 5 
transitiv auf der Menge derjenigen Ursprungsgeraden operiert, die von einer festen zu 
SU2(C) isomorphen Untergruppe r von 1\ invariant gelassen werden. In der Beschrei-
bung der Ebene gemäß 3. 1 bedeutet dies, daß die Matrizen Bz durch Transformationen, 
die mit der Beschreibung von e zusammenhängen, aus der Matrix Bi hervorgehen. Nun 
kann man noch zeigen, daß sich bis auf Isomorphie die Matrix B1 auf die Gestalt 
B1 = (0 eil) 
el 0 
mit el E (0,1) normieren läßt; dazu und für die Isomorphieklassiflkation kann man mit 
Vorteil etwas hyperbolische Geometrie verwenden. Dies soll hier nicht näher ausgeführt 
werden. Wir notieren lediglich noch, wie sich die Gruppe e in der gewählten Beschrei-
bung dieser Ebenen darstellt: sie besteht aus allen Transformationen 
( it it ) (x, Y) Ho e . Rk·t(x), e . Rk.t(y) . 
Schließlich geben wir noch ohne Beweis die SL2 (C)-Ebenen mit komplexem Kern 
an: 
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3.4. Satz. Bis auf Isomorphie sind die SL2 (C)-Ebenen mit zu C isomorphem Kern 
genau die Ebenen, die man in der Beschreibung von 3. 1 erhält, indern man die stetige 
Funktion a nicht konstant mit rein imaginären Werten wählt und 
(?(z) = V 1 + la(z) 12 
setzt. 
Die Planaritätsbedingung (P) von 3.1 ist dann stets erfüllt. Die Forderung, daß (J 
nicht konstant sein soll, ist nötig, um die Ebene über dem Quaternionenkörper auszu-
schließen (vgl. den letzten Teil des Beweises von 2. 5). Die dem komplexen Kern ent-
sprechende, zur multiplikativen Gruppe C x isomorphe Gruppe von affinen Streckungen 
besteht in der Beschreibung dieser Ebenen gemäß 3. 1 aus den Transformationen 
(x, y).- (Cu.v(x), Cu.v(y») mit Cu• v = (~v :) E GL2 (C), 
wobei u, v E IR, (u, v) '* (0,0). 
Der Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft für das Heisenberg-
Stipendium, zu dessen Ergebnissen die vorliegende Arbeit gehört. 
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